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RESUMEN. La dispersion de un trazador inerte en un
medio poroso es analizada mediante dos aproximaciones
numéricas como alternativa a la dificil adaptacion de
soluciones analiticas para describir problemas complejos.
La primera de ellas se basa en el modelo de malla BGK
para describir las componentes advectiva y difusiva del
flujo mientras que la segunda usa el campo de velocidades
determinado por la primera, describiendo la difusion con el
modelo del camino aleatorio. Los patrones de dispersion
del trazador son obtenidos de forma sencilla con ambas
alternativas, siendo los resultados similares. La
aproximacion BGK-camino aleatorio es mas versatil que la
que emplea unicamente el modelo BGK ya que no tiene
limitacion alguna en la simulacion de la constante de
difusion aunque tiene el inconveniente de una menor
precision como se demuestra al comparar sus resultados en
la descripcion de la dispersion de Taylor-Aris con la
solucion analitica.

ABSTRACT. Two approaches for studying the dispersion
of a passive tracer in a porous medium are proposed as
alternatives to the difficult use of analytic solutions. The
first one consists of using the lattice BGK model to
determine the advection and diffusion components of the
flow, while the second also uses the lattice BGK model to
calculate the velocity field of the flow but, unlike the
former, it employs the random walk model to characterize
the diffusion. Both alternatives permit, fairly easily when
compared to the analytical solutions, the obtention of the
dispersion pattern of the tracer, giving rise to similar
results, although the versatility of the BGK-random walk
model is greater than the BGK model alone, as there is no
limitation whatever in the value of the diffusion constant it
is wished to simulate, but at the same time this first
approach is lesser accurate than the second one as it can be
checked when the result of the simulation corresponding to
the Taylor-Aris dispersion are compared with the analytic
solution.

1. Introduccion

Este trabajo presenta dos alternativas numéricas al uso de
soluciones analiticas para describir la dispersion de un
trazador inerte en medios porosos. Este tipo de medios se
caracterizan por no ser homogéneos con presencia de
agregados y grietas que dificultan la aplicacion de una
solucion analitica siendo necesario el uso de modelos
numéricos en la simulacion del fendémeno antes
mencionado. La primera de las alternativas analizadas esta
basada en el uso del modelo de malla BGK para describir
las componentes advectiva y difusiva del flujo. Se trata de
una evolucion del modelo de malla de Boltzmann (LBM)
que es un esquema  numérico  desarrollado
fundamentalmente en la ultima década del s. XX con el
proposito de simular la dindmica de los fluidos (Chen y
Doolen, 1998; Wolf-Gladrow, 2000, §5). Este modelo
describe un fendmeno a una escala mesoscopica en la que
la realidad es transformada en un mundo sintético
constituido por particulas simples que interactian entre si
siguiendo unas reglas sencillas. La mayoria de los LBM
estan basados en los trabajos de Chen et al., (1992) y Qian
et al.,, (1992) que consiguieron una simplificacion del
modelo usando el concepto de tiempo de relajacion
propuesto por Bathnagar et al. (1954) en el contexto de las
colisiones de gases dando lugar al modelo de malla BGK.

Entre los fenomenos que han sido descritos con este
modelo se encuentra el de la dispersion (Flekkey 1993,
Flekkay et al., 1995; Zhang et al., 2002). Sin embargo, el
uso del modelo BGK en el estudio de la dispersion esta
limitado por el hecho de que no siempre es posible simular
la viscosidad cinematica y la constante de difusion
deseadas, especialmente cuando se trata de valores
pequefios. En el tipo de flujos objeto del presente trabajo, la
simulacion de la primera variable fisica antes aludida no
presenta problema porque el nimero de Reynolds es
pequeiio. Sin embargo es frecuente tener que trabajar con
valores de la constante de difusion que dan lugar a numeros
de Péclet significativamente grandes, que no pueden ser
simulados por la propia formulacién del modelo BGK, a
menos que se usen técnicas que dan lugar a errores en la
descripcion de la dispersion Flekkey (1993).

Una solucion para resolver el problema anterior es
simular la componente difusiva del flujo con el modelo del
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camino aleatorio. Este modelo ha sido usado con cierta
frecuencia en la descripcion del transporte de
contaminantes en un medio poroso (Kinzelbach, 1988;
Dagan, 1989; Dagan y Neuman, 1997).

La segunda alternativa que se propone en este trabajo
para describir la dispersion se basa en combinar la
componente advectiva del flujo determinada con el modelo
de malla BGK con la componente difusiva calculada con el
modelo del camino aleatorio de la misma forma que
aparece expuesta en los trabajos de Maier et al. (1998,
2000).

El objetivo de este trabajo es mostrar y comparar los
resultados que se obtienen con las dos aproximaciones
expuestas en la simulacion de la dispersion de un trazador
inerte en un medio poroso para unas mismas condiciones
de flujo.

2. Métodos
2.1. El modelo de malla BGK

El modelo de malla BGK es una evolucion del modelo de
malla de Boltzmann de cuya ecuacion fundamental se
puede derivar la ecuacion de Navier-Stokes (Rothman y
Zaleski, 1997, §6.3; Chen y Doolen, 1998; Chopard y
Droz, 1998, §3.5; Wolf-Gladrow, 2000, §4.2). Ademas
también es posible obtener la ecuacion de difusion
(Flekkay, 1993), por lo que es una formulacion valida para
la simulacion del fenémeno de la dispersion. El modelo de
malla BGK esta constituido por un conjunto de particulas
simples que interaccionan entre si conservando la masa y la
cantidad de movimiento (Rothman y Zaleski, 1997, §6.1;
Chopard y Droz, 1998, §3.5). El dominio problema es una
malla regular en la que cada nodo estd unido a los que le
rodean mediante una relacion de vecindad que es elegida
en funcion de complejidad del fenémeno que se quiere
simular. Por ejemplo, en el caso de dos dimensiones, para
describir la adveccion se usan ocho vecinos mas el mismo
nodo (modelo d2¢9) mientras que para la difusion solo
cuatro de los nodos vecinos son tenidos en cuenta (modelo
d2q4). La Fig. 1 muestra el esquema de ambos modelos de
vecindad.

d2q4 d2q9

Fig. 1. Relaciones de vecindad usados en el modelo de malla BGK para
describir la adveccion (d2q9) y la difusion (d2g4), con d el numero de
dimensiones y ¢ el nimero de vecinos considerados.

La probabilidad de encontrar una particula en un enlace
cualquiera i que une un nodo con sus vecinos, estd
representada por las variables f, que varian de forma
continua en el intervalo [0,1] cumpliendo la hipotesis de
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caos molecular de Boltzmann al ser independientes unas de
otras. A partir de ellas se pueden determinar variables
macroscopicas como la densidad o(r, f) y la velocidad
u(r, ) de la forma:

p(e) =2 ()

3 (e, W
u(r,t)==+ o)

donde w, =(Ar/At)-¢,, es la velocidad de una particula en

el enlace i en el nodo r en el tiempo ¢. Ar es el espaciado de
la malla, ¢; son las coordenadas del nodo vecino conectado
a r mediante el enlace i y ¢ el nimero de vecinos
considerados.

La ecuacion mesoscopica fundamental de un modelo
BGK es (Qian et al., 1992; Chen et al., 1992):

feren i) =270 (e0)+

1
(1——jfi(r,t) (2)

T T
en la que fl.(o) es el término de equilibrio local y 7 es el

tiempo de relajacion, concepto propuesto por Bhatnagar,
Gross y Krook (Bhatnagar et al., 1954), de cuyas iniciales
se deriva el nombre del modelo BGK. La expresion usada

en este trabajo para ﬁ(o) toma la forma general:

2

0 W, U 1 wu U U
£ <o |1 Mt LMt | St |
: A 2¢;

donde el convenio de suma de Einstein ha sido adoptado y
siendo ks la componente de cualquier vector k en la
dimension f. Los ¢, son factores que ponderan, en el caso
de una malla cuadrada bidimensional, a las particulas en
reposo, fy, a las que se mueven en la horizontal y en la
vertical, #;, y a las que lo hacen en la diagonal, .
Finalmente, ¢, es un parametro conocido como velocidad
del sonido que depende de la relacion de vecindad
seleccionada. La Tabla 1 muestra los valores de los
parametros anteriores para las mallas d2g4 y d2¢q9 (Succi,
2001, §5.2).

Tabla 1. Parametros de las mallas d2g4 y d2¢9. (Succi, 2001, §5.2).

to # t 2
s

d2q4 0 1/4 0 12

d2q9 4/9 1/9 1/36 173
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En el caso de la difusion la expresion (3) puede ser
simplificada (Rothman y Zaleski, 1997, §8.4, 8.5;
Stockman, 1999), eliminando los términos no lineales en u,
ya que la ecuacion de difusion es lineal con respecto a la
velocidad. La mayor simplicidad de esta ecuacion
comparada con la de Navier-Stokes permite el uso de la
malla d2g4 en su descripcién en vez de la mas compleja
d2q9 necesaria para simular la componente advectiva del
flujo.

El tiempo de relajacion posibilita ajustar de forma
sencilla los dos pardmetros que definen la dispersion: por
un lado la viscosidad cinematica, v, y por tanto el numero
de Reynolds, Re, y por otro la constante de difusion, D, que
determina el numero de Péclet, Pe. En (4) 7, y 7p son los
tiempos de relajacion que ajustan la viscosidad cinematica
y la constante de difusion, respectivamente, siendo ¢y, y ¢sp
las velocidades del sonido de los modelos de vecindad
seleccionados para describir la adveccion y la difusion.

“4)

La estabilidad del modelo de malla BGK propuesto para
describir las componentes advectiva y difusiva del flujo
esta condicionada a los valores de los respectivos tiempos
de relajacion ya que si alguno de ellos es menor que 0.5 la
viscosidad cinematica y la constante de difusion serian
negativas. Debido a que los flujos en medios porosos se
caracterizan por un valor de Re pequefio, la componente
advectiva no presenta problemas de inestabilidad. Sin
embargo, la constante de difusion suele ser pequefia dando
lugar a un valor de Pe grande que no hace posible la
simulacion de esta componente del flujo con el modelo de
malla BGK. La solucién que se propone en este trabajo
para estos casos es simular la difusion con el modelo del
camino aleatorio.

2.2. El modelo del camino aleatorio

Una alternativa para la simulacion de cualquier valor de
la constante de difusion, D, es la propuesta por autores
como Kinzelbach (1988) o Dagan (1989), consistente en el
uso del modelo del camino aleatorio. La trayectoria de una
particula de trazador inerte en un campo externo de
velocidades puede ser definida como (Maier et al.,1998;
2000)

x(t+ At) = x(t) + v(x(t)) At + x, (DA?) (5)

donde x(#+A¢) es la posicion de esa particula, ¢ es el tiempo,
v(x(#)), componente advectiva, es la velocidad
interpolada a partir del campo de velocidades determinado
con el modelo de malla BGK y x, (DA¢) es la componente
difusiva que se corresponde con un vector de modulo

constante e igual a x/; , siendo d el numero de
dimensiones del problema analizado, y cuya orientacion
aleatoria es obtenida de una distribucién normal de media
cero y varianza 2DAs . Asi en el caso plano (d = 2) se tiene:

x; (DAr) = 2dDAt =

(6
x,, (DAt) =~4DAt = 2+/ DAt

La componente difusiva tiene la expresion (6) debido a
que, en un espacio de d dimensiones, la ecuacién de
difusion pura (7) tiene como solucion la distribucion

normal (8), con varianza o> =2Dx .

2C=V-(DVC) (7)
o

C(x,t)= (271'0'2) v exp(—}ixz/<20'2 )) )

Cuando se considera que las particulas de trazador no
interaccionan unas con otras y estan suspendidas en un
fluido portador homogéneo, las trayectorias descritas por
las mismas son caminos aleatorias cuyas etapas son
también sucesos aleatorios que permiten la aplicacion del
teorema central del limite siendo el desplazamiento medio:

<x(t)—x(t0)>:0 )

y el desplazamiento medio al cuadrado

((x()-x(1,))*) =2D(1-1,) (10)
donde #, es el tiempo inicial y < > expresa la etapa media.

Cuando la adveccion y la difusion son consideradas, en
vez de usar D se considera el coeficiente de dispersion D*,
que para una direccion x y un tiempo ¢ se puede calcular
como

. 1do’
=——= 11
b (=122 an
donde
O'j ()= Z(AX,' —<Axi>) (12)
con :

Ax=x(t)—x(to) (13)

con x(f) la coordenada de cada particula de trazador en la

direccion x.
2

Si es constante, la ley de Fick es valida para
dt
describir la dispersion.
La distancia Ar que separa dos nodos vecinos es la misma

que se usa en el modelo de malla BGK para el céalculo del
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campo de velocidades. La seleccion del valor de As debe
estar basada en obtener un minimo numero de
desplazamientos de particulas necesario para obtener
resultados de precision sin que el tiempo de ejecucion sea
excesivo. En general, el valor de A¢ se determina mediante
la expresion (Maier et al., 2000):

v, At + 27 DAL < Ar/2 (14)

m;

en la que v,, es el maximo valor del campo de
velocidades. Con esta eleccion se asegura que la maxima
distancia recorrida en cualquier caso sea la mitad del
espaciado entre dos nodos.

Otro importante aspecto a tener en cuenta es la
interaccion entre las particulas y los lugares del dominio
definidos como so6lidos. Aunque en algunos casos la regla
del rebote es aplicada, se ha comprobado que puede
producir una acumulacion o disminucién del nimero de
particulas en los alrededores de los s6lidos dependiendo del
valor seleccionado para At. La regla propuesta por Salles et
al. (1993) se adopta en este trabajo de forma que si una
particula encuentra un contorno sélido se para y se sitda
sobre el mismo, partiendo en la siguiente iteracion de esta
posicion siguiendo una direccion aleatoria.

El incremento del nimero de particulas de trazador
mejora la precision del modelo como se demostré por
Maier et al. (1998), aunque deben tenerse en cuenta el
incremento de los requerimientos de céalculo que supone un
elevado numero de particulas.

3. Resultados

El paso previo a la simulacion de la dispersion de un
trazador inerte en un medio poroso fue la generacion de
este ultimo. Para ello se empleo el procedimiento expuesto
por Rappoldt y Crawford (1999) basado en el uso de una
malla fractal aleatoria en la que con una probabilidad p =
0.7 una celda es considerada como matriz del suelo, dando
lugar a una porosidad &= 0.76 calculada con (15),

e=1-p" (15)

donde £ es el nimero de niveles de recursion que en el caso
que se expone fue 4. La longitud y ancho del dominio
fueron nx = ny = 156 unidades de malla (u.m.), aunque las
primeras 50 columnas se consideraron libres de obstaculos
con el objetivo de que el flujo estuviera bien establecido
antes de encontrarse con el medio poroso (Figs. 2 y 3).

3.1. Simulacién correspondiente al modelo de malla BGK.

El campo de velocidades fue calculado con el modelo de
malla BGK usando la relacion de vecindad d2¢9, forzando
el flujo de izquierda a derecha con una velocidad media U
= 0.0212 u.m./iteracion, siendo la viscosidad v = 0.0833
u.m.”/iteracion (z, = 0.75). La componente difusiva del
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flujo fue determinada con la relacién de vecindad d2g4
simulando una constante de difusion D = 0.030
u.m./iteracion (zp = 0.56). Los niimeros de Reynolds y de
Péclet fueron 39.70 'y 110.24, respectivamente,
considerando como longitud caracteristica del flujo el
ancho del dominio. Todo el trazador fue inicialmente
situado entre las columnas 28 y 32 con una concentracion
igual a 10.0 unidades. Tanto en la direccion del flujo como
en la perpendicular a la anterior se aplicaron condiciones
periddicas evitando que el trazador que salia por el margen
derecho del dominio entrase por el izquierdo manteniendo
la columna nx = 156 a una concentracion constante e igual
a cero.

La Fig. 2 muestra la evolucion de la distribucion de la
concentracion normalizada de trazador con respecto a su
valor inicial, correspondiendo los tonos oscuros y claros a
zonas con mdas y menos concentracion de trazador,
respectivamente. El nimero que aparece en cada grafico
representa el nimero de iteraciones calculadas. El trazador
permanece durante mas tiempo en aquellos lugares donde
la estructura del suelo mas dificulta su paso.

3.2. Simulacién con el modelo BGK-camino aleatorio.

En este caso se simul6 la dispersion de un trazador inerte,
compuesto por 9000 particulas inicialmente situadas entre
las columnas 28 y 32, en el mismo medio poroso descrito
en el apartado anterior con el mismo campo de velocidades
y constante de difusion. De igual forma se mantuvo la
concentracion constante e igual a cero en nx = 156 y se
usaron condiciones periddicas en la direccion del flujo y en
la perpendicular a la misma. La Fig. 3 muestra la evolucion
temporal de la concentracion de trazador normalizada con
respecto a la inicial, representando los tonos oscuros un
mayor valor de la misma y los claros uno menor.

Las Figs. 2 y 3 son similares aunque en la ultima puede
observarse como el trazador permanece mas tiempo en las
zonas donde es mas dificil su dispersion debido a la
complejidad de la estructura del medio poroso sintético
generado.

3.3. Comparacion entre las dos alternativas

Los resultados obtenidos en la descripcion de la
evolucion temporal la dispersion de un trazador inerte en el
medio poroso propuesto son parecidos para los dos
modelos presentados. Sin embargo, esto es una apreciacion
cualitativa y es necesario determinar de forma mas precisa
la posible diferencia entre las aproximaciones BGK y
BGK-camino aleatorio. Con este fin se calcularon las
curvas de ruptura para ambas alternativas, obteniendo la
cantidad de trazador C, normalizada con respecto a su
concentracion inicial Cy, que habia pasado por L = 155
u.m. en el tiempo normalizado 7 =¢-U / L enel quetesel

tiempo y U es la velocidad media del flujo. Como se
muestra en la Fig. 4 la curva de ruptura del modelo BGK-
camino aleatorio estd retrasada con respecto a la del
modelo de malla BGK.



Jiménez-Hornero et al. Dispersion de un trazador inerte en un medio poroso simulada con el modelo de malla BGK

La diferencia observada en la Fig. 4 plantea la cuestion
de cual de las dos alternativas es mas exacta. Para disponer
de una solucidon exacta se simuld la dispersion segin
Taylor-Aris (Taylor, 1953; Aris, 1956; Perea-Reeves y
Stockman, 1997; Stockman, 1999). Si un trazador se
dispersa entre dos placas paralelas e infinitas separadas ny,

después de un tiempo caracteristico ¢, =ny’ / D, la

proyeccion de la concentracion de trazador sobre el eje
paralelo a la direccion del flujo puede ser aproximada a una

distribucion normal con o> =D -t, siendo D" el
coeficiente de dispersion longitudinal que se puede calcular
en funcion del nimero de Péclet con la expresion (16).

—=1+— (16)

Las simulaciones fueron hechas considerando un dominio
problema de nx = 3200 u.m. de longitud, estando las placas
separadas una distancia ny = 30 u.m. La viscosidad del
fluido portador fue 0.25 u.m.%iteracion y la constante de
difusion y la velocidad media del flujo fueron 0.25
u.m.%/iteracion y 0.0742 u.m./iteracion, respectivamente. El
valor de los numeros de Reynolds y de Péclet,
considerando como longitud caracteristica del flujo la
separacion entre las placas, fue igual a 8.904. Finalmente el
tiempo caracteristico para el que se alcanzaban las
condiciones de dispersion de Taylor-Aris fue 7, = 3600
iteraciones. En el caso del modelo BGK-camino aleatorio
se considerd que el trazador estaba compuesto por 3600

particulas. La razon D*/ D se calculd aplicando (11) a las

curvas (o — £), mostradas en la Fig. 5 para posteriormente
compararla con el valor tedrico (16) que fue 1.37753. El
modelo de malla BGK dio un valor para esta razon de
1.40364 y la alternativa BGK-camino aleatorio 1.41026,
siendo el error del 1.860 % y 2.376%, respectivamente.

Las curvas de ruptura de ambos modelos fueron
calculadas para L = 3199 u.m., comparandolas con la
solucion teodrica aproximada (17), (e.g. van Genuchten y
Alves, 1982, Al; Kutilek y Nielsen, 1994 §9.3.3) , Fig. 6 y
7,

c 1 x-U-T
—=—crfc — (17)

¢ 2 2'(D*-T)

donde x es la distancia a la concentracion media y erf es la
funcion de error. La bondad del ajuste de las curvas de
ruptura experimentales a la tedrica fue determinada usando
tres métodos (Legates y McCabe, 1999): el coeficiente de
determinacion R* (18), el coeficiente de eficiencia £ (19) y
el indice de acuerdo d (20). En todas las expresiones
anteriores, N es el niimero de pares de valores, cada uno
compuesto por un valor simulado P y otro tedrico O. La
sobre barra indica valores medios. Los resultados de la
Tabla 2 muestran como el modelo de malla BGK es mas
exacto que el modelo BGK-camino aleatorio en la
simulacion de la dispersion de Taylor-Aris.
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Fig. 2. Dispersion de un trazador inerte en un medio con porosidad ¢ =
0.76, simulada con el modelo de malla BGK. El flujo fue forzado de
izquierda a derecha con Re = 39.70 y Pe = 110.24. Los tonos oscuros y
claros se corresponden con zonas de mayor y menor concentracion de
trazador, normalizada respecto a su valor inicial. El namero de cada figura
indica el niimero de iteraciones calculadas.
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Fig. 3. Dispersion de un trazador inerte en un medio con porosidad ¢ =
0.76, simulada con el modelo BGK-camino aleatorio. El flujo fue forzado
de izquierda a derecha con Re = 39.70 y Pe = 110.24. Los tonos oscuros y
claros se corresponden con zonas de mayor y menor concentracion de
trazador, normalizada respecto a su valor inicial. El nimero de cada figura
indica el ntimero de iteraciones calculadas.
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Fig. 4. Curvas de ruptura obtenidas con los modelos de malla BGK (linea
continua) y BGK-camino aleatorio (linea discontinua) en la simulacion de
la dispersion de un trazador inerte en un medio con porosidad £= 0.76. en
el caso de un flujo con Re =39.70 y Pe = 110.24.
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Fig. 5. Curvas (o — ) obtenidas con los modelos de malla BGK (linea
continua) y BGK-camino aleatorio (linea discontinua) simulando la
dispersion de Taylor-Aris para un flujo con Re = Pe =8.904. El tramo final
de cada curva puede ajustarse a los valores de do’/dt mostrados.
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Fig. 6. Curva de ruptura obtenida con el modelo de malla BGK (linea
continua) simulando la dispersion de Taylor-Aris para un trazador inerte
en un flujo de Re = Pe = 8.904, comparada con la tedrica aproximada

(linea discontinua).
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Fig. 7. Curva de ruptura obtenida con el modelo BGK-camino aleatorio
(linea continua) simulando la dispersion de Taylor-Aris para un trazador
inerte en un fluyjo de Re = Pe = 8.904, comparada con la tedrica

aproximada (linea discontinua).

Tabla 2. Coeficientes de determinacion R, de eficiencia E e indice de
acuerdo d, obtenidos del ajuste de las curvas de ruptura de los modelos de
malla BGK y BGK-camino aleatorio a la tedrica de la dispersion de
Taylor-Aris.

BGK BGK-camino aleatorio
R’ 0.9993 0.9981
E 0.9992 0.9977
d 0.9998 0.9994

4. Conclusiones

En este trabajo se ha presentado el modelo de malla BGK
y la combinacién BGK-camino aleatorio como alternativas
a las complejas soluciones analiticas que describen la
dispersion de un trazador inerte en un medio poroso. La
primera de ellas es mas exacta que la segunda como
demuestran las simulaciones correspondientes a las
simulaciones de la dispersion de Taylor-Aris. Dos son las
causas de este hecho: en primer lugar en la componente
advectiva del modelo BGK-camino aleatorio, la velocidad
en cada punto es interpolada a partir del campo de
velocidades determinado con el modelo BGK; en segundo
lugar, la precision en la simulacion de la componente
difusiva es altamente dependiente del ntimero de particulas
de trazador consideradas. Mientras, en el modelo de malla
BGK solo hay una causa de error de importancia que es la
aplicacion de la regla del rebote en la interaccion de las
particulas del fluido portador y de las particulas trazadoras
con los obstaculos. Sin embargo, cuando no es necesaria
una gran precision en los resultados, es aconsejable usar la
alternativa BGK-camino aleatorio por dos motivos: el
primero es la mayor sencillez de codificacion de la
componente difusiva frente a la necesidad de uso de la
programacion en paralelo del modelo de malla BGK. El
segundo y mas importante es la ausencia de limitacion en la
simulacion de cualquier valor de la constante de difusion
frente a la imposibilidad de considerar valores pequeios de
la misma que se correspondan con tiempos de relajacion
inferiores a 0.5 en el modelo de malla BGK.
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